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Le Cours de deuxiéme année comprendra deux parties principales ; [a
premiére ayant pour objet les intégrales r{{éﬁnies ; la seconde les équations
différentielles. On se r;ppe[[e que (a notion d'intégrale définie s'est présentée en
traitant [a question de la quadrature des courbes, comme conséquence des
principes élémentaires de lemploi géométrique des infiniment petits. Ainsi, on a
établi que la courbe proposée étant donnée par [équation y = f(x) laire
comprise entre Larc, [axe des abscisses et deux ordonnées qui correspondent aux
abscisses x, et Xz est la limite de la somme :

dx(f(xy) + fixo + 4% ) + fixy +2dx) + ... + flxg + (n—1)dx )]
lorsqu'en supposant : n.dx = X; — X,,, on fait croitre indéfiniment le nombre n
des termes, et tendre dx vers 0. Cette limite, qui, d'aprés sa signification, est une
¢}
quantité entierement déterminée, a été représentée par J' flx)dx, et désignée
Ao
sous le nom d'intégrale définie de la fonction f{x ), prise depuis x = X, jusqu'd
X = X7 Nous savons encore qu'une fonction F(x ) satisfaisant a la condition :

Fix)=flx)
se nomme ﬁintégm& inz{éjinie, et quelona généralément :

G
[ fix) dx= Fixg) - Fixg)

On s'est propose, dans le cours de premiére année, d'obtenir [intégrale
indéfinie des fonctions rationnelles, des fonctions irrationnelles qui dépendent de
(a racine carrée d'un polyndme, et des fonctions transcendantes contenant des
exponentielles, des lignes trigonométriques ... Cette recherche a bientot montré
combien était restreint le nombre des intégrales qui s'obtiennent sous forme finie
explicite, et on a été amené naturellement & envisager lexpression

A
[ fix) dx
Xo
qui est entiérement déterminée quand on donne X,y et X; , comme un nouveau

mode dexistence de la quantité, demandant d étre étudié directement et en lui-
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méme. Ainsi s'est ouverte une voie large et féconde de belles recherches, qui
depuis Euler et Legendre, ont donné i Lanalyse les plus importants résultats.
Exposer, dans quezgues cas simples, les méthodes propres d ces recherches, et les
conséquences qu'elles ont données, sera donc le sujet de [a premiére partie de ce
Cours, la seconde devant étre consacrée 4 la théorie des équations
diffeérentielles, qui ouvre au développement des mémes vues un autre champ
d'un accés moins facile.

Nous entrerons en matiére, et nous rendrons sensibles [a nécessité de

Xl 1

cette étude en considérant la quantité : J' 1—% dx qui se trouve comme un
Ao
intermédiaire entre les intégrales e;gjrimaﬁlés sous forme finie, et celles qui ne le
sont point. ‘Effectivement lintégra indéfinie
Hx) = arctanf(x)

étant donnée explicitement il n'est cependant point possible comme nous allons
voir de tirer de [équation geénérale :

f* fix)
o1 Fx)

la valeur cherchée. Nous allons exposer [analyse fort simple qui donne le
résultat et conduit en méme temps & d'importantes conséquences.

dx = arctanf(x;) — arctanf(x,)



De [ znteyra[e j%

L Consizférons tout d'abord un cas particulier, et soit, par exemple :
f(?c) 3 X0= 0,3 =2 cequidonne : flx) =0, flx) = 1, doi:

2 —X
f =arctanl :%
(xz 2)2

résultat dont [a fausseté est manifeste, tous les éléments de lintégrale étant
négatifs, attendu que :

X
‘f;c?—z _ ;c2+z ‘{x
(x2-2)2

La raison s'en trouve aisément dans ce fait élémentaire, qu'il existe une infinité
d'arcs repomfant a une tangente donnee, de sorte qu'il est nécessaire de poser :

fz-% dx = arctanf{x;) — arctanf(x,) + nn

n étant un nomﬁre entier inconnu, que nous allons déterminer en fixant la
signification des termes arctanf(x,), arctanf(xy), par la convention qu'ils
soent compris tous les deux entre [es limites —n/2 etn/2.

fix)
1+f2(x)

Observons d'abord que lintégrale j dx est une fonction continue de la

limite supeneure x,carladi ﬁ(erence

), ) *ra)
J L1+f) - J T 2™ ”"E‘e”J Tof200™
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o . .. fx+6h) o
qui s'exprime, comme on sait ! par le produit : h A f2 (c+0h)’ est infiniment

petite avec h, Lexpression 1‘% étant finie pour toute valeur réelle de x. En
x(x)

aisant f(x ) ==~ , et supposant (x ) ety (x ) seront sans facteur commun, on
o) “ Y

la rend manifeste, car elle devient : (P(K)XZI(U —¢;(K)X (x) et le dénominateur
O“(x)+x4(x)

ne sera nul qu'en faisant i la foiso(x )= 0, (x )= 0, ce qui entraine un facteur
commun, contre [fiypothése admise.

Cette remarque faite, Je reviens 4 ﬁe’gaﬁ'te’ :

X n

j % dx = arctanf{x ) - arctan Lf(Xy) + nn

5, 1)
En y posant x = Xy, elle donne n = 0, et il est clair qu'on devra conserver cette
détermination, tant que [a fonction J(x) restera finie, car x croissant d'une
maniére continue depuis (a valeur x = x,, arctan f(x) varie alors [ui-méme
d'une maniére continue. Mais on va voir qu'il w'en est pas de méme quand fix)
devient infini, par exemple pour x = K. Examinons en effet, en nous rappelant
que arctan f(x) est assujetti 4 ne pas dépasser les limites —n/2 et n/2, les
valeurs successives de arctan fK—¢), arctanf(K + ) & étant positif et trés
petit. En admettant, pour fixer les idées, que f(K — ¢ soit positif, et ik +¢)
négatif, les valeurs de arctan f(K —¢) lorsque e décroit Jusqu'a zéro, seront
représentées par

T T T T
Aa) PRy o' s —a"; ... i

oi [a suite : o, o, o, ... est décroissante jusqu'd zéro ;
celles de arctanf(k +¢), en faisant croftre, seront de [a forme :

() ~(5-B)i=(5-B)i~(5-BY; ...

I Cours de premiére année
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les termes B, B, B" ... allant en croissant depuis zéro. La série (B) placée 4 [a
suite de [a série (A) rend manifeste la discontinuité de [a fonction arc tan f(x )
pour X = K ; mais on voit en méme temps qu'en ajoutant auy termes de [a
T T .
TR B it B';5 +PB"/ ... et forment
alors avec [a suite (A) un ensemble de valeurs parfaitement continues :
T T

PR —oc‘,'g —a"; .. ;—g ; g +B ,'g + ﬁ';—;— +B"; ...
ou encore : — o, —a', — 0" ..., 0, B, B, B ... en retranchant = /2 de tous les
termes. De (3 résulte qu'avec ces deux éléments discontinus, le nombre entier n,
et la fonction arctanf(x ), telle que nous [avons definie, nous réalisons une
fonction continue, en convenant que n passera brusquement de la valeur zéro a
la valeur 1, lorsqu'en faisant croitre x, f(x ) passera du posz;? au négatif en
devenant infinie. Semblablement, on trouverait qu'il faut prendren = —1, quand
fx) passe du négatif aléﬁPOSiﬂf en devenant infinie 2, tandis que n reste nul,
lorsque [a fonction ne change pas de signe. Continuons maintenant d faire
croftre [a variable depuis [a valeur K, en considérant Lexpression :
arctanf(x ) +n — arctanf(xy) + n'n
il est évident qu'en déterminant n' de maniére qu'elle représente toujours une
fonction continue, on sera ramené au méme raisonnement et d la méme
conclusion que tout d lheure ; on a donc le théoréme suivant, dii @ Cauchy 2
Le nombre n dans [équation :
Xl t
I E—%Q— dx = arctanf{x;) — arctanf(x,) + nn
71t f(x)

est égal 4 lexcés du nombre de fois que la fonction f(x) passe en devenant
infinie du positif au négatif sur le nombre de fois qu'elle passe en devenant

infinie du ne'gatifau posiﬂf.

seconde suite le nombrer, ils deviennent :

2 Ce cas se raméne immédiatement au précédent, en changeant f{x) en - f(x)

3 Mémoire sur les rapports qui existent entre le calcul des résidus et le calcul des limites,
et sur les avantages qu'offrent ces deux nouveaux calculs dans la résolution des
équations algébriques ou transcendantes - Turin 1831
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Cauchy a attribué a n la dénomination d'indice de la fonction f{x ) entre
les limites Xy, X ; nous les représenterons en conséquence de cette maniére :

n= IZ[f(x)]

I1. L'analyse précédente donne le premier exemple de considérations
relatives d la discontinuité et 4 [a multiplicité des valeurs d'une fonction dont il
ait été fait usage dans ce Cours. Pour les rendre plus familiéres, je vais encore
les employer dans une circonstance extrémement simple, en cherchant [a
relation remarquable qui e les nombres n relatifs d une fonction et d son
inverse, c'est-d-dire :

_T1% LT
n=li e =Ll 17
Nous partirons d cet effet des deux relations :

X
f i% = arctanf{xy) — arctanf(x,) + nn

Ao
1
X d—
(x) 1 1 :
K{;‘Ll‘ = arctan]—(@— arctanm +Hnr
Fx)

PR
fix) ___fx)
1. LT 1+fx)

X
membre, afin d'éfiminer lintégrale. De i résultera :

et en remarquant que dx nous les ajouterons membre a

(n+n)n = arctanf(x,) + arctan J%a) — arctanf(xy) — arctan f(iﬁ)
et au premier abord, on serait tenté de conclure que tous les termes se détruisent
1
dans le second membre, d'aprés [équation : arc tan f(x) + arctan ]7@ = g .

Mais ce serait oublier la convention faite sur la Sonction arc tan f(x ), qui doit
toujours rester comprise entre —n/2 et n/2 . De i suit en effet qu'on doit
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prendre arc tan 7(1?(—) =g — arc tan f(x ) seulement dans le cas oi f{x ) est positif,
et écrire :
1 T T
arc tan]-@ =5 - arctanf(x)—= = -3~ arctanf{x)

si f(x ) est négatif. Nous en concluons aisément qu'on a :

n+n' = 0 lorsque f(x,) et f(x;) sont de méme signe ;

n+n' = 1 lorsque f{x,) est positif et f{x;) négatif ;

n+n' =1 lorsque f{x,) est négatif et f{x;) positif.
Ces relations, découvertes encore par Cauchy, et qui font dépendre si
simplement n de n, ont une grande importance, comme on va voir.

I11. Considérant, pour plus de simplicité, un exemple particulier, Jje

7(33—_33( entre les limites

suppose qu'on demande l'indice de [a fonction f{x) =
~2 et + 2, qui donnent f(-2) = —1 et f{+2) = +1.
Le théoreme qui vient d'étre démontré donnera :
+2[ -2 +2 )(j3—37(:| B
e b B
3 2 N i SR ¢
Or, en divisant x> — 3 par x2 — 2, on obtient : 22" X 22
solution qui permet de remplacer lindice du premier membre, par lindice de [

action plius simple : —--= . Ene et, ces deux fractions deviennent infinies en

méme temps, et dans le voisinage des valeurs de la variable qui les rendent
infinies, elles prennent des valeurs trés grandes, par rapport auxquelles le terme
x devient négligeable, de sorte qu'elles sont alors de méme signe. Remarquant
enfin que d'apres [a signification méme de lindice, on a évidemment :
L N
I ,(0[ flx)] = I,(o[ fix)]

on conclura de lidentité foumie par la division :

SRR
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Or, il est clair qu'on peut opérer sur [a fraction 7C2?c P comme sur la proposée,

ce qui donnera : Iiﬁ[ﬁ] = Ij[ %J -

On aura mﬁn:li‘z[g] +Ij[%] =-1, ousimpkment:lj[%} =—

X
Car lindice d'une fonction qui ne passe pas par linfini, comme 7_2C , est
g 2 . . +2 7(:2—2
évidemment nul. De ces réductions successives, on conclut : I—z P—T?( =_3
-2

+2 lt?c;gz_ 3 5
et on a par suite : f —Tg =arctanl — arctan(—1)- 3r = -5 -

=21+

©-3x

IV. Toute fraction rationnelle f(x) = x(p(—{g , pourra étre traitée

évidemment parle procédé qui vient d'étre expﬁque en considérant la fraction
x°-2
-3

Sans m'y arréter, je remarquerai que si lon suppose f(x) =

e'(x)
o(x)
désignant par x = K une racine de dénomination égale a zéro, que je supposerai,
pour plus de généralité, d'un ordre quelconque de multiplicitép :
), oK)
o'k+e) 12.p e 1.2.n+1 g
- 1 2
(p(k..'—e) (pu+ (k.) £u+1 + (pu+ (k.) 8“'+2 o
12..u+1 12.0+2

, on qura en

fik+e)=

ou sensiblement quande est trés petit : fiK +¢) '%
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Cela montre qu'en faisant croitre [a variable entre deux limites quelconques, [

fonction f{x ) = %% passe toujours, en devenant infinie, du négatif au positif,
et jamais du positif au négatif. Par conséquent, lindice de cette fonction est

négatif et pris en valeur absolue entre les limites x, et x; donne précisément le

nombre de racines de [équation ¢(x) = 0, qui sont renfermées daxs cet
intervalle. Or, il serait bien facile, comme ['a fait Cauchy, de retrouver [énoncé
méme du théoreme de Sturm + dans [a méthode de détermination de lindice qui
a été obtenue par la voie du calcul intégral, mais il n'est point nécessaire
dentrer dans ce détail pour avoir aussi un remarquable exemple des liens étroits
qui existent entre ce calcul et [Algébre. Jobserve seulement que dans tous les
cas, quiil s'agisse d'une équation ¢(x) = 0 algébrique ou transcendante, le
nombre n de ses racines, entre les deux [imites données X,y et X, s'exprime par
lintégrale définie dont nous venons de faire [étude, en y supposant :

_9'lx)
0= o)
¢} ' |
(oo )-9 ), o _ ?(x) (%)
onaeneﬁ‘et.j 02(x) 102 )zfx—arctan(p(xl) arctan(p(XO) nm

X
de sorte que ce nombre pourrait se tirer de [évaluation approximative de

lintégrale par [a méthode des quadratures.

4 Journal de M. Liowville Tome V : Note sur [a détermination du nombre des racines
réelles ou imaginaires dune équation numérique comprise entre des (imites données.
Théoréme de Rolle, de Budan ou de Fourier, de Descartes, de Sturm et de Cauchy, par
M. ['abbé Moigno.



