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PRELIMINAIRES.

Reyue de quelgues Formules de Géométrie analytique.

AVANT d'exposer les applications géométriques du calcul infinitésimal,
il sera fort utile d’établir quelques notion: st quelques formules préli-
minaires. Tel est Pobjet dont nous allons d’abord nous occuper.

Nous déterminerons ordinairement la position d’'un point dans 'es-
pace a l'aide de trois coordonnées rectilignes x, y, z, relatives a trois axes
des x, des y et des 7, passant par lorigine des coordonnées, et formés
par les intersections mutuelles des trois plauns coordonnés des y, 7, des

Z» %, et des x, y. Ces coordonnées seront rectangulaires lorsque les trois
axes seront perpendiculaires entre eux.

Nous nommerons axz une drojte mende par un point quelconque de

Legons de M. Canchy. 1,7 Année, ‘A
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I'espace, et prolongée indéfiniment dans fes deux sens; et nous dirons
qu'un axe de cette espéce se divise en deux demi-axes aboutissant au
point que l'on considére, et dont chacun se prolonge indéfiniment dans
un seul sens. Par conséquent, chacun de ces deux demi-axes aura tou-
jours une direction déterminée. Si f'on considére en particulier les trois
axes des x, y, 7, chacun d’eux sera divisé & lorigine en deux demi-
axes, sur 'un desquels se compteront les coordonnées positives, tandis
que I'on comptera sur l'autre les coordonnées négatives.

D’aprés ces définitions, il est clair que, si I'on tient compte seufe-
ment des angles qui renferment au plus 200 degrés (nouvelle division),
deux axes ou deux droites, tracés de maniere a se couper, comprendront
toujours entre eux deux angles, I'un aigu, l'autre obtus, tandis que
deux directions ou deux demi-axes, aboutissant & un point donné, for-
meront un seul angle, tant6t aigu, tantdt obtus. Lorsque deux directions
ou deux demi-axes aboutiront & deux points différens de I'espace, ils
seront censés former entre eux le méme angle que formeraient deux
demi-axes paralléles et prolongés dans fes mémes sens & partir d'un point
unique. Cela posé, I'angle que deux directions formeront entre elles sera
toujours complétement déterminé, et Pon pourra en dire autant des
angles formés par une direction avec les demi-axes des coordonnées

positives.

Concevons maintenant que, par un point (O) pris 4 volonté dans I'es-
pace, on ait mené deux demi-axes 04, OB, et quun rayon mobile,
d'une longueur indéfinie, aboutissant au point (0}, tourne, dans e plan
de ces deux demi-axes, avec un mouvement de rotation en vertu duquel
il décrive I'angle AOB, en passant de la position 04 4 la position 0B.
Supposons de plus que, par le point (O), Yon ait élevé un troisi¢me
demi-axe situé hors du plan OAB. Un spectateur qui posera les
pieds sur le plan de maniére & sappuyer contre le demi-axe, verra
fe rayon vecteur se mouvoir, en passant devant lui, de sa droite 4
sa gauche, ou de sa gauche & sa droite, ce que nous exprimerons en
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disant que le 1 ouvement de rotation a lieu de droite 4 gauche ou de
gaucke 4 droite *. On doit observer, au reste, que, si par le point (0) on
élevait a-la-fois deux demi-axes situés, le premier d'un c6té du plan,
le second de Tautre c6té, Ie méme mouvement de rotation paraitrait
s'effectuer autour de 'un de ces demi-axes de droite & gauche, et autour
de Tautre de gauche & droite.

Considérons & présent un angle solide triedre qui ait pour arétes
trois demi-axes, 0.4, OF, OC, aboutissant au point (O); et concevons
qu'un rayon mobile, d’'une longueur indéfinie, mené par e point (0),
fasse le tour de langle solide en sappliquant successivement sur les
trois faces AOB, BOC, COA. Son mouvement de rotation sur chaque
face sera un mouvement de rotation de droite & gauche ou de gauche
a droite autour de {aréte située hors du plan de cette face. De plus,
il est facile de voir que les trois mouvemens sur les trois faces seront
de méme espece. Supposons , par exemple, que les trois demi-axes
dont il s'agit se réduisent aux demi-axes des coordonnées positives, et
coincident avec les directions 0X, 0Y, 0Z. Si la disposition de ces
demi -axes est celle que fon adopte le plus ordinairement, les trois
mouvemens de rotation auront lieu de droite 4 gauche autour de ces
trois demi-axes, lorsque fe rayon mobile, en faisant le tour de Pangle
solide, passera successivement de la position OX & la position 0F, et
de celle-ci i la position 0Z. Si le demi-axe des g positives était trans-
porté de lautre c6té du plan des x, y, alors les mouvemens de rota-
tion de droite & gauche auraient fieu dans le cas ol le rayon mobile
prendrait successivement les trois positions

0ox, 0Z, 0Y,

pour revenir ensuite directement de fa position 0Y & la position 0X.

* Le moyen que nous employons ici, et 4 I'aide duguel on distingue facilement les deux
espéces de mouvemens de rotation que peut prendre un plan tournant sur Jui-méme autour’
d’un point donné, est celui dont M. Ampére a fait usage dans la Théorie de P Electricité
dynamique,

A*
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Afin de bien distinguer fes deux espéces de mouvemens que peut
prendre un rayon mobile assujetti & passer par l'origine et & parcourir
successivement les trois faces de I'angle solide OXYZ, nous dirons
que ce rayon mobile a, dans chacun des plans coordonnés, un mouve-
ment direct de rotation, s'il passe successivement de la position 0.X &
la position 0Y, et de celle-ci 4 la position 0Z. Nous dirons, dans le
cas contraire, que le méme rayon vecteur a un mouvement de rotation
retrograde. En conséquence, si on adopte la disposition la plus ordi-
naire pour les demi-axes des coordonnées positives, les mouvemens
directs de rotation autour de ces demi-axes auront lieu de droite &
gauche, et les mouvemens rétrogrades de gauche & droite.

Nous appliquerons les mémes dénominations aux deux espéces de
mouvemens que peut prendre un rayon vecteur mobile en tournant
autour d'un point de maniére & parcourir successivement les trois faces
d’un angle solide quelconque; et quand le mouvement de rotation du
rayon vecteur sur chaque face aura lieu de droite & gauche autour de
laréte située hors de cette face, ce mouvement sera nommé direct on
ritrograde , suivant que les mouvemens de rotation des plans coordon-
nés, tournant de droite a gauche autour des demi-axes 0X, 0Y, 0Z,
seront eux-mémes directs ou rétrogrades.

Une droite 4B, menée d'un point (4) supposé fixe & un point (B)
supposé mobile, sera généralement désignée sous le nom de rayon vectear.

Nommons R ce rayon vecteur :

Xa yop Zo
les coordonnées du point (A4);

X, ¥, 2
celles du point (B); et

a, 5, <
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les angles formés par la direction 4B avec Ies demi-axes des coordon-

nées positives.
e, w=—b, wT——c

seront les angles formés par le méme rayon vecteur avec les demi-axes
des coordonnées négatives. De plus, la projection orthogonale du rayon
vecteur sur {'axe des x sera égale, d’aprés un théoréme connu de tri-
gonométrie, au produit de ce rayon vecteur par le cosinus de Pangle
aigu qu'il forme avec l'axe des x prolongé dans un certain sens. Cette
projection se trouvera donc représentée,

si I'angle a est aigu, par le produit Rcosa,

et si 'angle 4 est obtus, par le produit R cos (#~—a)=—Rcosa;,
c'est 3-dire, dans les deux cas, par la valeur numérique du produit

R cos a.

I est d'ailleurs évident, 1.° que le rayon vecteur projeté, si on lui donne
pour crigine la projection du point A4, sera dirigé dans le sens des x
positives ou dans le sens des x négatives , suivant que I'angle a sera
aigu ou obtus ; 2.° que fe produit Rcosa sera positif dans le premier
cas, négatif dans le second. Donc le produit Rcosa sera équivalent &
la projection du rayon vecteur R sur I'axe des x, prise avec le signe -4~
ou avec le signe —, suivant que cetie projection sera dirigée dans le
sens des x positives ou dans le sens des x négatives.

De méme, les produits Rcosb, Rcosc seront respectivement égaux
aux projections orthogonales du rayon vecteur R sur les axes des y et
L. prises tantdt avec le signe -4, tantt avec le signe —, suivant que
chacune de ces projections sera dirigée dans le sens des coordonndes
positives ou négatives.

Les trois projections orthogonales du rayon vecteur, prises avec les
signes que nous venons d'indiquer, sont ce que nous appellerons dé-
sormais ses projections algébriques sur les axes des x, des y et des .
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Elles sont, en vertu de ce qui précéde, équivalentes aux trois produits
Rcosa, Rcosb, Rcose.

De plus, il est facile de sassurer qu'elles sont respectivement égales

aux trois différences

X Xoy, Y——)Yosr L 7To>»

quand les axes des coordonndées seront perpendiculaires entre eux. On

aura donc alors

(1) x—x,=—=Rcosa, y—y.==Rcosb, g—g.=Rcosc.

Enfin, comme le rayon vecteur et ses projections orthogonales repré-
sentent la diagonale et les arétes d'un parallélipipede rectangle, le carré
du rayon vecteur sera équivalent d la somme des carrés des trois pro-

jections, et 'on aura encore , dans Phypothése admise,

(2) R =(x—x.) 4= (y—y.) + (¢—2.)">
(3) R:[(X——xo)’—i—(y—yo)’_*_(z___zo)x]i_

Cela posé, on. tirera des équations (1)

L x—x, X == Xo
Cosa = —p—— = N . 2
x =2} +(y—yo ) +(z—2)]*
(4) cos b= Lt = S T
[(x—=x) +(y—yo)+{x—2) ]
cOs ¢ == z—j—{& = L o

[(x=%e)* 4 (p=—yo )+ (g =) )
et par suite

(5) cos® 4 -+ cos* b — cos* ¢ = 1.
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Les équations (4) suffisent pour détermiuer les angles a, 4, ¢, que
forme avec les demi-axes des coordonnées positives le rayon vecteur
mené du point (Xos Yo» To) ¥ au point (x, y, 7). Elles peuvent étre
remplacées par la seule formule

X—Xo ____Y=Yo _. L= % ...
(6) cosa . cosb — cosc =R

Quant a Ia formule (5), elle exprime la relation qui existe toujours
entre les trois angles que forme une droite prolongée dans un sens
quelconque avec les demi-axes des coordonnées positives.

Supposons & présent quau point (¥o, ¥, g.) 'on substitue Porigine
méme des coordonnées. Si Pon désigne par r le rayon vecteur mené
de cette origine au point (x, y, 7), et par ¢, 3, v les angles que forme
ce rayon vecteur avec les demi-axes des coordonnées positives, les for-
mules (1), (2), (4) se trouveront remplacées par les suivantes

(7) x==rcosa, y==rcosf3, g==rcosvy,
(8) r:[x‘-i—-y*._}_zz]?’
(9) cosa,_—_—;—, cosﬁ:-{—, cosy:_rz-’

et l'on aura encore, entre les angles «, 3, v, la relation
(10) cos®* & ~ cos* 3 —+ cos* Yy ==I.

Si le point (A4) est situé dans le plan des ¥, y, on aura g==o, et les
équations (8), (9) deviendront

(r1) r::[x‘—i—ly’];,

Nous indiquerons souvent les points, comme nous le faisons ici, a Taide de leurs
coordonnées renfermées entre deux parenthéses. Quelquefois aussi nous indiquerons les
courbes ou surfaces courbes par leurs équations,
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(12) cosq.z-—:—, cos,B:-{—, CosY == 0.

De plus, la formule (10) étant alors réduite &

(13) cos*a ~cos*B =1,

on en tirera

(14) cos 3=k V(1 —cos*a) =Esina.

Concevons que, dans fa méme hypothé¢se, un rayon vecteur mobile;
partant de la position 0X, dans laquelle il coincidait avec e demi-axe
des x positives, se meuve autour de l'origine dans e plan des x, y,
avec un mouvement direct de rotation, et parvienne a la position 04
aprés une ou plusieurs révolutions effectuées autour de cette origine. Si
T'on nomme p I'angle qu'il aura décrit, et qui peut étre supérieur & 4oo
degrés (nouvelle division), r et p seront ce quon appelle les coordonnées

polaires du point (A4). Or, il est aisé de voir qu'on aura généralement
(15) x—rcosp, y=rsinp
et par conséquent

X a
(16) cosp=—-—> smp:—f—-

Si fon compare ces dernitres équations aux formules (12), on en
conclura

(17) cosp==cosa, sinp=cosf3.

Il ne s'ensuit pas que les angles « et 3 soient nécessairement égaux
a l'angle p et & son supplément : car les angles « et B doivent rester
inférieurs & 200 degrés, tandis que I'angle p peut croitre au-deld de

toute limite. On doit méme observer qu'a un seul point (4) correspondent
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une infinité de valeurs de p, qui different les unes des autres par des
multiples du nombre 2 7. Enfin, rien n'empéche d’'admettre que, pour
passer de la position 0X & la position 04, le rayon vecteur mobile a
décrit Tangle p, en vertu d'un mouvement de rotation rétrograde, et
d’attribuer en conséquence & cet angle une valeur négative, tandis que
les angles @, 3 sont, d'aprés les conventions faites, des quantités essen-
tiellement positives , comprises entre les limites o et =

Nous allons maintenant passer en revue quelques problémes qui se
résolvent facilement & l'aide des principes ci-dessus établis.

1.€" Probleme. Trouver les équations de la droite qui passe par le point
(%0, Yo» Zo)» et qui, prolongée dans un certain sens, forme avec les demi-
axes des coordonnées positives les angles a, b, c.

Solution. Les équations cherchées se trouvent comprises dans une
formule que l'on tire des équations (1), savoir:

(18) I e = 2,
cosa cos b cos ¢

Cette formule exprime que les projections algébriques d'un rayon vecteur,
compté sur la droite en question, sont respectivement proportionnelles aux
cosinus des angles formés par ce rayon vecteur avec les demi-axes des coor-
données positives. Elfe fournit les trois équations

(19) Y~ _Z"'Co, {0 o X% Xy V=¥

— — ? — b
cos b cosc cos ¢ cosa cos a cos b

qui appartiennent aux projections de la droite sur les trois plans coor-
donnés, et dont la dernitre est une conséquence des deux autres. De
plus, comme, en vertu d’un théoréme d'analyse [ voyez I'Analyse alge-
brigue, note 11, 14.¢ théoréme ], la formule

u u"
—= = ——=&c.....
v

v Pt

Lecons de M. Cauchy. 1.7¢ Année,
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entraine toujours la suivante

Y +u " ...
—=—=—=&c.... =& ( — )
v " v V(12 vyl L)

b

on conclura de fa formule (18) et de Péquation (5)

Bl

(20) =2 T Tl b [y )t e y—y0) (g —20)*] -

cosa cos b cos¢

Dans le second membre de cette derniére formule , on devra préférer le
signe —~, si, comme on I'a supposé, le rayon vecteur, qui forme avec
les axes les angles 4, 4, ¢, sedirige du point (%, 5., 7o) vers le point
(x,7,7), attendu qu'alors chacune des fractions

X —% , Y —Jo L%
cos a cos b cos ¢

sera une quantité positive. On devrait, au contraire, préférer le signe
—, si le rayon vecteur était censé dirigé du point (x, y, 7) vers le
point (X,, yo, Zo). Dans le premier cas, oii 'on adopte le signe -,
la formule (20) coincide évidemment avec Iéquation (6).

Corollaire. Lorsque le point (%,, yo, 7o) est remplacé par lorigine

des coordonnées, les formules (18) et (19) se réduisent a

( 2 l) x —_— Y X
cosa cosfB cosy
X x Jy
(22) 2 %, - > = .
cos B cosy cosy cos & cosa cos B

. j . V-3 . ’
Si, de plus, on supposait Y=-7»> Ou cosY =0, Ja droite cherchée

serait comprise dans le plan des x, y, et les équations (22) donneraient

—_ __cosp ——
(23) 1=0, V== x == x tang p = == x tang «.
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2.¢ Probleme. Trouver I'angle compris entre deux rayons vecteurs, traces
dans le plan des x, y, et menés de Forigine, le premier au point (x,, y,),
le second au point (x,y); ainsi que la surface du triangle renfermé entre
ces mémes rayons vecteurs.

Solution. Soient (A), (B) les deux points que I'on considére, et (O)
Vorigine des coordonnées. Soient, en outre, p,, v, les coordonnées
polaires du point (4), et p, r celles du point (B). Désignons par a,
et a les angles que les rayons vecteurs 04, OB forment avec le demi-
axe des x positives, et par B3,, B les angles qu'ils forment avec le
demi-axe des y positives. Enfin nommons & langle AOB compris
entre les deux rayons vecteurs. Un rayon vecteur mobile qui décrirait
cet angle, nécessairement inférieur & 200 degrés, en passant directe-
ment de la position 04 4 la position 0B, aurait évidemment dans le
plan des x, y un mouvement de rotation déterminé, ou direct, ou rétro~
grade. Cela posé, concevons que le rayon veeteur mobile, avant de
parvenir a la position 04, ait décrit, avec un mouvement de rotation
direct, et en partant de la position 0X, un angle quelconque, qui
pourra surpasser la somme de guatre angles droits : cet angle sera I'une
des valeurs qu'il est permis d’attribuer & la coordonnée polaire p,. De
plus, si, en passant de la position 04 & la position 0B, le rayon
vecteur continue de se mouvoir dans le méme sens, Pangle p, 44\,
quil aura décrit quand il sera parvenu & la position OB, sera I'une
des valeurs qu'il est permis d'attribuer 4 la coordonnée polaire p. On
aura donc, dans cette hypothése, »

(24) P = po—+ &

Au contraire, si, pour revenir de la position 04 & la position 0B,
le rayon vecteur est obligé de prendre un mouvement de rotation ré-
trograde, I'une des valeurs de p sera évidemment

{25) P = p.— d\
BZ
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Donc, par suite, on pourra supposer
(26) p—p. =],

le signe =~ ou le signe — devant étre préféré, suivant que le mouve-
ment de rotation d’un rayon vecteur mobile, passant de fa position
04 4 la position OF, de manitre a décrire 'angle OA4B, sera un mou-
vement direct ou rétrograde. Or, on tirera de la formule (26)

(27) cos § == cos (p—p.) = cos p, cosp —+sinp, sinp ,
(28)  Zsind=sin (p—p,) == cosp, sinp — cosp sinp, ;
et ,-comme on aura dailleurs, en vertu des formules (17),

cos p = cos a, sinp = cos B,

(29)

€05 P, == COS o, sin p, == cos 3, ,
on trouvera définitivement
(30 cos  — cos &, cos & —cosf3, cos 3,
(31) == sin N = cos @, cos 5 — cos & cos B,.
Si, & la place des formules (29), on substituait les suivantes

_— . I
cos p _-.-;—, sin p __.—r—:

(32)

X
€os po = —

o )’0
T

o

) sin p, — ’

les équations (30) et (31) deviendraient respectivement

Ko X Yo ) .
—_— Ry
To T

(33) cos p ==

(34) = sin & = SL=m

7o I
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11 suffit de recourir & I'équation (36), ou a Yéquation (33), pour dé-
terminer Pangle &, qui est censé toujours positif et inférieur & .
Quant a fa surface du triangle compris entre les rayons vecteurs 7., ,
elle sera, d’aprés un théoréme connu de trigonométrie, équivalente a
la moitié du produit

s) rorsind —= == (x, 9 —xy,).

Il est essentiel d'observer que la différence x,y—xy, devra étre, dans
le second membre de la formule (35), affectée du méme signe que
angle & dans le second membre de Péquation (26). Par suite, fex-

pression
(36) T (xoy—xy0)

représentera la surface du triangle OAB, ou la méme surface prise
en signe contraire, suivant que le mouvement de rotation dun rayon
vecteur mobile , passant de la position OA & la position OF, sera
direct ou rétrograde.

Corollaire 1. Lorsque les rayons vecteurs 04, OB, font partie d'une
mé medroite, on a

(37) f=—=o0o ou d==, e sind=—o.

Alors on tire des équations (28), (31) et (34},

(38) tang p — tang p, ,
(39) cos a — cos 3 — ¥(cos* a —+cos* £) —_
€Os o cos B Y{cos® &, ~ c0s? Bo ) ’
(40) P S (L ) WL
¥o '.),0 ’/(xoz-’-yoz) - Ta

Les doubles signes que renferment les formules (39) et (40) doivent

se réduire au signe 4, lorsque les rayons vecteurs 7., 7 sont dirigés



14 PRELIMINAIRES.

dans le méme sens, et au signe —, lorsque ces rayons vecteurs sont
dirigés en sens contraires.

Corollaire 2.° Lorsque les rayons vecteurs 04, 0B sont perpendicu-
laires entre eux, on a

(41) &:%, et cos 4\ == o.

Alors on tire des formules (27), (30) et (33)

(42) 1~ tangp.tangp, — o,
(43) cosa, cosa — cos B, cos B = o,
(44) Xo X +]o}' == 0.

Ces trois derniéres équations peuvent étre facilement transformées 'une
dans Tautre.

3.¢ Probléme. Trouver I'angle compris entre deux rayons vecteurs tracés
dans lespace, et menés de lorigine, le premier au point (x,, y,, 7.), ke
second au point (x,y,q); ainsi que la surface du triangle formé par ces
méies rayons vecteurs,

Solution. Soient toujours (A) et (B) les deux points que I'on con-
sidére ; r,, r les rayons vecteurs 0.4, 0B, et & langle quils com-
prennent entre eux. Soient encore a., B, Yo ; @, B, ¥ les angles
formés par ces rayons vecteurs avec les demi-axes des x, des y, et des g,
prolongés dans le sens des coordonnées positives. Enfin, nommons R

ta distance AB. On aura, en vertu des formules déja établies ,

.
cosa.::—, cosB:%-, cosv:—:-,
(45) . e w

oSy = —~, cosf3, = T, €0S Y T= 3

\ Te ©
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rr=x*~y 277,

6
(4 ) roz___—’\-ni +}'o=+ZOz 3

(f7) R=(x—x) ~+(r—r) +(z—2)
=t A1 — 2 (X, X Yoy 20 T)
= r® —ro* — 27, 7(COS o COS =+ 05 3, €08 3405V, cos V).

De plus, dans le triangle OAB, qui a pour cOtés r, r, et R, le co-
sinus de l'angle &\ sera [en vertu d'un théoréme connu de trigonometrie |
r* 412 — R*? XoX 4= Yo ¥ + 03

(48) cos §\ — =

27,7 o

— cos &, cos & - cos 3, cos 3 ~ cos Y, oS Y.

Cette derniére formule suffit pour déterminer I'angle & compris entre

les limites o et #. On en déduit facilement Ia valeur de
sin N = /(1 — cos* \),
et 'on trouve

{(xo*=yo® 20> ) (22 4y  47*) — (%, X430 p+707)2 ]
TorT

(49) sind=

e (Yo =y o) o= (o x = 2% ) = (X0 y — x ¥, )%]=

To T

== [{cosB,cosy-cosBcosy )~ (COSYoCO5-CO5Y COSL,) *—4= (COS, COSB-COsac083,) * ] I.

Si maintenant on multiplie les rayons vecteurs 7, et r par le sinus de

'angle &, on obtiendra Ie produit

uin

(50)  rersind =[(y,0—yg.) A= (g ¥ — %) ~(xoy—x1.)*]">

dont la moitié, savoir,
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(s1) Frrsind=— [()’oz—no )= +( LoX—=7Xo )z +_( Xoy—Xyo )z]

T
2

2 2 2

représentera précisément la surface du triangle OA4 B.

Corollaire 1." Lorsque les rayons vecteurs 04, OB, font partie d'une
méme droite, on a

(37) d—o ou df==, et sind=—o.

Alors on tire de la formule (49)

(52) JoT—ITT=0, XX ==0, X, y—Xyo==0,

(53) €OSB,CO53—~COSBCOSY,==0, COSy,COSL—COSCOS8 ==0 , COSet,COSB—COS2COSB==0,

et par suite

B A A A
(54) X Yo T T 1o ?
cosa ___ cosP __ cosy T
(55) cosa. — cosPe — cosy, T 1°

Les doubles signes que renferment les formules (54) et (55) doivent
étre remplacés par le signe -+, lorsque les rayons vecteurs 7,, 7 sont
dirigés dans le méme sens, et par le signe —, lorsque ces rayons vec-

teurs sont dirigés en sens contraires.

Corollaire 2. Lorsque les rayons vecteurs 04, OB sont perpendi-
culaires entre eux, on a

(41) J\::—:— et cosd=—o;
et Ton tire de Péquation (48)
(56) XX+ Joy L= 0,

ou, ce qui revient au méme,
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{57) cos &, cos & —- cos B, cos 3 —- cos¥, cosy == o.
Réciproquement, si fa condition (57) est remplie, Yangle & sera droit,
et les rayons vecteurs r,, r seront perpendiculaires entre eux.

Corollaire 3.° Les projections du triangle OAB sur les plans coor-
donnés sont respectivement égales [voyeg le second probléeme ] aux

valeurs numériques des quantités

o=V % LX—1% Xo ) ™%
(58) anra T rE
Cela posé, il résulte évidemment de la formule (51), que la surface
plane OAB est équivalente @ la racine carrée de la somme des carrés de
ses projections. Ce théoréme étant ainsi démontré pour la surface d'un
triangle, il sera facile de Iétendre & une surface plane quelconque.

Corollaire 4. Considérons maintenant deux demi-axes qui, abou-
tissant, non plus & l'origine des coordonnées, mais & deux points dif
férens de l'espace, forment toujours, avec les axes des x, y et g pro-
fongés dans le sens des coordonnées positives, des angles représentés
par les lettres a,, 8., ¥.; 2, B, v. Ces deux demi-axes seront censés
former entre eux le méme angle que deux demi-axes paralléles et
prolongés dans le méme sens & partir de Uorigine des coordonnées.
Donc, si fon nomme & I'angle des deux demi-axes proposés, on aura
encore

(48) cos §\ == cos &, cosa -t cos 3, cos 3 -+ cosY, cosY et
(49) sin A =

[(cosB,cosy ~cosBcosy, ) -+ (cosy,cose—cosacosy,)* -+ (cosa, cosB—cosecosp, ) ]5

Si Iangle & se réduit & zéro ou & 200 degrés, les denx demi-axes
deviendront paralléles, et Yon aura

Legons de M. Caucly. x.ve Année, ¢
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cosa  _ cosfPp ___ cosy
(55) cose, — cosB,  €Os%,

— =,

le signe 4~ ou le signe — devant étre préféré suivant que les deux
demi-axes seront profongés dans le méme sens ou en sens contraires.
Si Pangle & se réduit & un angle droit, on pourra mener par I'un des
demi-axes un plan perpendiculaire a fautre, et I'on trouvera

(57) cosa, cosa — cosf3, cos3 — cos ¥, cosy == o.

Corollaire 5. En sappuyant sur la formule (48), on peut facilement
transformer les coordonnées rectangulaires x, y, 7 en d'autres coordon-
nées rectangulaires E, 7, C comptées sur des axes qui passent toujours
par le point (O), et qui, prolongés dans le sens des coordonnées po-
sitives, forment respectivement avec les demi-axes des x, y, g positives,
le premier les angles «,, 8., ¥., le second les angles ., 3., v,, Ie
troisi¢me les angles a,, 3., v,. En effet, soit toujours 7 le rayon vec-
teur mené de l'origine au point (x, y, z). On aura

x4y =70

I

(59) r

I

éz + ”z + &:l
De plus, les cosinus des angles que forment, d'une part, ce rayon

vecteur, et de Yautre, le demi-axe des £ positives, avec les demi-axes
des x, y et 7 positives, étant respectivement

<, L. Eg

— RO

r’ r
cosa,, COsPB,, COS%¥,;
fa somme des produits qu'on obtient en multipliant ces cosinus deux
a deux, savoir,

xcos a, -+ y ¢0s Bo - 7 COS
(60) o )’r o ¥+ ¢ Yo

représentera [en vertu de la formule (45)] Ie cosinus de I'angle compris
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entre le demi-axe des £ positives et le rayon vecteur r. Ce dernier

3

s, ¢ A - . { . .
cosinus pouvant dailleurs étrz exprimé par le rapport —=-, on aura

nécessairement

£ x €Os &, — y cos B, 7 €O ¥,

r r

et par suite

£ — xcosa, —+ ycos B, = 7cosY,. On trouvera de méme
(61) n=—xcosa, —+ ycosf3, -+ zcosv,,

{=—=xcosa,~+y cos 3, - zcosv,.
Les équations (61) suffisent pour déterminer £, #, & en fonctions de
%, y, 7 et réciproquement. On peut y échanger les coordonnées &, n,
avec les coordonnées x, y, 7, pourvu que Fony échange en méme temps
«, avec B,, &, avec ¥,, et 3, avec v,. On twouvera de cette manitre

x==F&cosa,+ncosa, -4 (cosa,,
(62) y=~FcosB,~+ncosB, 4+ Lcosf,,

z=~Ecosy, +ncosy, + L cosy,.
Enfin, comme les nouveaux axes des coordonnées sont perpendiculaires

entre eux, les cosinus des angles qu'ils forment avec les axes de «x,
y, 7 ne satisferont pas seulement aux condiiions

cos* ¢, + cos* B, +4- cos*y, = 1,
(63) cos*a, - cos* B, -4~ cos*y, = 1,
cos*a, = cos* B, - cos’y, = 1,

mais encore aux suivantes

Cosa, COsa, - COSPB, cosf, - cosy,Cosy, = o,
(64) cosa, COS &, -+ €os fb,COs B, — C€OS 7, COS %,
Cos 2, €Oset, ~+ cosB, €Qs B, —- €057, COS5 Y,

I
°

cS
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On arriverait aux mémes conditions en substituant les valeurs de £,
1, { données par les formules (61) dans I'équation

(59) - =x

puis égalant dans les deux membres les coefficiens des carrés x*,
y*» ¢*, et des doubles produits 27, 27x, 2xy. Ajoutons qua l'aide
des conditions (63) et (64) on peut déduire immédiatement les formules

(62) des formules (61).

4.¢ Probléeme. Trouver les éguations dun plan passant par le point
(%0y Yor 2o), et perpendiculaire a la droite qui, prolongée dans un certain
sens, forme, avec les demi-axes des coordonnées positives , les angles A, w, v.

Solution. Soient x, y, 7 les coordonnées d'un point quelconque du
plan, et R le rayon vecteur mené du point x,, y,, g, au point x, y, ¢
Les cosinus des angles que forme ce rayon vecteur avec les demi-axes
des coordonndes positives étant respectivement

X ==X, , Yo ’ g —2o
R R R

H

fe cosinus de I'angle compris entre ce méme rayon vecteur et la droite
donnée sera [en vertu de la formule (48)]

(x—x,)cosA - (y—y,) cosp 4 (g —g,) cost
(65) R .
De plus, le rayon vecteur R, étant renfermé dans Ie plan, sera cens¢
former un angle droit avec chacune des lignes perpendiculaires au plan.
Donc le cosinus représenté par Pexpression (65) sera nul, et I'on aura

(66) (x—x,) cos A~+(y—y,)cos p—+(7—2,) cos¥ = o.

Cette derniére équation est celle qu’il s'agissait d'obtenir.

Corollaire 1.” Représentons par k la perpendiculaire abaissée de
Yorigine des coordonnées sur le plan que 'on considére. et supposons
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que les angles A, 1, ¥, soient précisément ceux que forme cette perpen-
diculaire avec les demi-axes des coordonnées positives. Enfin dési-
gnons par 7 le rayon vecteur mené de l'origine au point (x, y, g). Le
cosinus de Tangle aigu compris entre ce rayon vecteur et la perpen-
diculaire 4 sera évidemment

XCOSA -4~y COS . ~-7 COS ¥
r

x
—-r—cos)t—i—-}-;-cos;,f.-—i— -f—cosv =
A . x sy k .
Ce méme cosinus pouvant étre exprime par —, on aura en conséquence

X COSA - yCcOsp ~~gcosy k

r r

et 'on en conclura
(67) X €COS A — pcospu - gcosy = 4.

Telle est Ia forme sous laquelle se présente I'équation du plan, quand
on y introduit la constante %k & la place des coordonnées x,, y., z..
Au reste, pour revenir de I'équation (67) & la formule (66), il suffit
d'attribuer & x, y, g les valeurs particulieres x., y., 7., puis d’éliminer
la constante 4 entre Ia formule ainsi obtenue, savoir,

(68) X, COS A~ ¥, o8 pt — T, cos v == 1K,
et {'équation (67).

Corollaire 2.° §i 'on fait, pour abréger,

COsS A cos cosy
(69) Z = A, k“ =B, ——=C,

on en conclura, en supposant toujours fa constante & positive ,

4

o ke ——
Y ) V&+B5C ’
A B C
(71) cosA—=— _, cOSp== —————— s COS V== S—
Varbro N T JaaEac Wy
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et fa formule (67) deviendra
(72) Ax+By+Cr=1.

Ceite derniére équation est donc celle d'un plan qui est perpendicu-
Jaire au demi-axe tracé de maniére & former, avec les demi-axes des
coordonnées positives, les angles A, u, v déterminés par les formules
(71), et qui coupe ce demi-axe & une distance & de origine, fa valeur
de k éant donnée par la formule (70).

Corollaire 3.5 Si 'on supposait

cos A A cos u B cosy C
7y 3

(73) i — D Kk — D’ i —TD°

les formules (70) et (71) se trouveraient remplacées par les suivantes

D
= ————
‘74) VA B+ ’
B .
COS A=+ ——-—A-—-——-— scosp— ————— s cosy=k — C;____ H
75 ———a— I T
VA b+t VA+B 0 VATB+C

dans lesquelles on devrait préférer le signe + ou le signe —, suivant
que la quantité D serait positive ou négative. De plus, I'équation (67),
ramenée 3 la forme

(-6) Ax +~ By~ Cy=D,

/

serait celle d'un plan mené par l'extrémité du rayon vecteur £, et per-
pendiculaire & ce rayon, que l'on suppose tracé de maniére & former
avec les demi-axes des coordonndes positives les angles A, u, v.

5.¢ Probléme, Etant donnés les angles o, Bo, Vo, et a, B, v, que
deux rayons vecteurs OA, OB, menés de lorigine aux points (A) et (B),
Jorment avec les demi-axes des coordonnées positives, on demande les angles
A, M, v, que forme, avec les mémes demi-axes, la perpendiculaire OP élevée
par lorigine sur le plan du triangle AOB.
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Solution. La droite OP devant étre perpendiculaire 4 chacun des.

demi-axes OA, OB, on aura [en vertu de fa formule (s7)1

COS o COS A —= €05 3, COS ;4 = €OS Y, cOs¥ == 0,

(77)

cos & COS A —~ cosﬁ COS (4 ~t- COSY cOsV —— 0.
De plus, les angles A, p, v devront satisfaire & I'équation de condition
(78) cos* A~} cos” p 4 cos*v == I.

Les formules (77) et (78) sufisent pour déterminer, aux signes prés, les
valeurs des quantités cos, cosm, cosv. Si entre les équations (77)
on élimine suctessivement ces trois quantités, on obtiendra trois autres
équations comprises dans la seule formule

€os A cos cos v

(79) = —_

.
cosfB_ cosy — cosf cosy,, COs7y,COSt— COSy COS L, cosa, cos B —cosacosf,

Soient maintenant x,, y,, g les coordonnées du point (A); ¥, 9,7
celles du point (B); r,, r les rayons vecteurs OA, OB, et 4\ langle
compris entre ces mémes rayons. On tirera de la formule (79), en
ayant égard aux équations (49) et (78),

(8 o) cOos A cos p cos ¥
cos @, cosy—cosBrosy, €05y, COS®~—COS §COs &, CO3a, €Osf3 —cosacosf,
Y {cos® A - c0s® i ~4~ cos?y
— { -+ cos’s )

¥ [ (cosocosy—c05Bc0sy,)* + (COsy ,COs0—COsy COSa,)* -+~ (cosa, cosB—cosacos?, *]
1
A 4
sin &

H

I

et par suite

(8]) COS A _— cos i cosvy — 1
YoT—J)%  TX—Xe | Xey—Xya  r,rsind

Le double signe dont se trouve affecté le dernier membre de chacune
des formules (80) et (81), indique deux systémes de valeurs des angles
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A, p, v, qui correspondent aux deux directions suivant lesquelles on
peut prolonger {a droite 'OP & partir du point (0). Si cette droite est
prolongée dans un certain sens, on devra réduire le double signe au
signe —+, et f'on tirera des formules (80) et (81)

cosfB,cosy —cosbcosy, _ Y, 7—F7%
sin & T rorsindy

COS A — >

COS ¥, COSat — COSy COS Lo Lo X =T X

(82) cos u=—

sin d° ro7sin d

cos a, cosf5 — cos « cos B Xy — XY,
e .

cos v — sin & rorsind

Si la droite 0P est prolongée en sens contraire, les cosinus des angles
A, @, v changeront de signe, et ces angles se trouveront remplacés
par leurs supplémens. Il ne reste plus qud déterminer le sens dans
lequel il faut prolonger la droite 02 pour que les équations (82) soient
vérifides, ou, ce qui est encore plus simple, pour que chacune des trois
fractions

COS A cos U Ccosy

(83) Yer—F% | Tx—Tf | Xy —xJe

et par conséquent la derniére des trois, ait une valeur positive. Or il
est facile de s'assurer que cette condition sera remplie, si la perpendi-
culaire 0P a ¢.¢ prolongée dans un sens tel qu'un rayon mobile, assu-
jetti & tourner autour du point (O), et & parcourir I'une aprés lautre,
avec un mouvement de rotation direct, les trois faces de l'angle solide
OABP, soit obligé, pour décrire angle AOB, de passer de la posi-
tion 04 4 la position 0B. Admettons, en effet, cette hypothese. Le
rayon mobile, en passant de la position 04 & la position 08, aura
évidemment un mouvement de rotation direct, non-seulement autour
du demi-axe 0P, mais encore autour du demi-axe des g positives, si
ces deux demi-axes sont situés du méme c6té du plan 408, cest-a-
dire, sils forment entre eux un angle aigu, ou, ce qui revient au



PRELIMINAIRES; 2¢

méme, si le cosinus de cet angle, savoir, cosv, est positif. Au con-
traire, si cosv est négatif, ou si Fangle v est obtus, les deux demi-axes
n'étant plus situés du méme cdté par rapport au plan OA4B, le mou-
vement du rayon mobile sera rétrograde autour du demi-axe des 7 po-
sitives. Soient dailleurs 04’, OB’ les projections des rayons vecteurs
0A, OB sur le plan des x, y, ou, en d'autres termes, les rayons
vecteurs menés dans ce plan, de Porigine des coordounées aux points
(¥os 5o) et (x, y). Tandis que le rayon mobile passera, dans le plan
OAB, de la position 04 & la position U, sa projection sur le plan
des x, y passera de la position 04" 4 la position 0&'; et le mouve-
ment de cette projection autour de [laxe des g sera évidemment de
méme espéce que le mouvement du rayon mobile, cest-a-dire, direct
ou rétrograde, suivant que la quantité cosv aura une valeur positive
ou négative. De plus, il suit des remarques précédemment faites [ voyeg
fe second probléme], que la différence.

Xy — X ¥,

sera positive dans le premier cas, négative dans le second. Donc cette
différence et cosy seront, dans [hypothése admise, des quantités de
méme signe, ou, en d'autres termes, la fraction

cosy
Xo Y} — X Yo
.. 5o s . . ’
sera positive, ce qu'il sagissait de démontrer.

6. Probleme. Etant donnés les angles aoy Boy Vo3 av; Bus Y3
. B, V., que forment avec les demi- axes des coordonnées positives
trois rayons vecteurs menés de lorigine , le premicr au point (%o, 3o, 7.),
le second au point (%.y y00 ) le troisiéme an point (x,, Yar %), on
demande les angles que chaque rayon vecteur forme avec le plan des deax

ITE QIPRIST~SyLre ces rayons
POLYTECHNIQUE

autres, et le volume de Ju pyramide triang
vecteurs.
Lejons de M, Cauchy, 3.7¢ Année,
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Solution. Soient {A), (B), (C) les trois points que I'on considere, et
désignons par 7,, r,, r, les rayons vecteurs 04, 0B, OC. Soient en
outre Ny, &, &, les angles respectivement compris entre les rayons
vecteurs 7, et r,, 7, €t 7o, 7, et r,. Enfin, représentons par €., €,, ¢,
fes angles que chacun des rayons vecteurs r,, r,, r, forme avec le plan dez
deux autres; et supposons qu'un rayon mobile assujetti a tourner autour
du point (0), et & parcourir avec un mouvement de rotation direct
fes trois faces de Yaugle solide OABC, rencontre toujours les rayons
vecteurs 7,, r,, r, dans l'ordre quiindiquent les indices

o, I, 2,

rangés de maniére & offrir les trois premiers termes d'une progression
croissante. Dans cette hypothése, si 'on nomme A, m, v les angles
que forme avec les demi-axes des coordonnées positives un demi-axe
oP perpendiculaire au plan du triangle 408, et situé par rapport 3
ce plan du méme cbté que le rayon vecteur r,, on trouvera ( probléme

précédent) ,

__. cosf,cosy, — cosf, COsy, Yols — V130
COs8 A == - - - ’
sin &, 7o 1y Sin 2
€OS Yo COS &ty =~ COS5Y, COS2t, o X1 — L1 Xo
COS —_— - - T
(8 4) M sin Mz 7o Ty sindd; ?
€OS o €05 By ~— cOsa, v0SPBy __ XeYi—Xi Yo
€os v = sin My T rorgsindh

De plus, Iangle COP, compris entre le rayon vecteur 7, et le demi-
-axe OP, étant un angle aigu, son cosinus sera positif, et par consé-
quent ¢gal au sinus de I'angle aigu ou obtus ¢,, compris entre le méme
rayon vecteur r, et le plan OAB perpendiculaire au demi-axe OP.
On aura donc

sin ¢, == cos (COP) == cos ¢, cOSA -~ 08 B3, cOs . —t— €05 Y, COsV;
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puis, en substituant aux quantités cos A, cosp cosv, leurs valeurs

tirées des équations (84), on trouvera

(85) sin g, =

cose,cosf3, cosy,~Cose o Cosf3, cosy 4-cosee, €as/ 105 o-Cosa s cosfR, cosy ,-cose ,cos cosy ;- cose , cosfb, cosP,
sin I\,

Lo J VoI, L2, Yalo— % Yolad X, Vo ls —%:2: Lo .

ror,rysind,

—

Pour déduire de fa formule précédente les valeurs de sin ¢, et de sin ¢,
il suffira de remplacer successivement la quantité sind\, par sin &\, et
sin 4',. On obtiendra par ce moyen deux équations nouvelles, qui seront,
ainsi que l'équation (85), comprises dans la formule

(86) sind\,sing, =— sin )\, sing, == sin ), sing, ==
€0S22,C083 , COSY ,~CO8 0C05/3, COsY LSt 1 COSfB, COSY o= COSE , COSfB,COSY ,+COSAL , COSfB,COSY - Cosat 2083, cosy; ;

ou, ce qui revient au méme, dans {a suivante :

(@) ror r,sind, sing, =—r, r, 7, sind\, sine, = r, r, r, sin d, sine,
°7

1 =xo)'; Z;_. ‘—xo}':Z, —l—v\”x)'; Co _xlyoz: +x1y° Z- ‘—x,)’. Z"‘
Quant au volume de la pyramide triangulaire OABC, il sera équiva-
fent & la surface du triangle OAB. c'est-d-dire, & I'expression

I .
— fo 7, sin &N,

multipliée par le tiers de fa perpendiculaire abaissée du point C sur le
plan de ce triangle. Or, cette perpendiculaire étant évidemment repré-
sentée par le produit

r, cos (COP) = r, sin &\, ;

il en résulte que le volume cherché. aura. pour mesure.la_quantité

Dt
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(88) ~;— for, r,sind\, sine,,

A faquelle on peut substituer I'expression
(89) ‘ —;“(Xo}" L—%X YOy -+ X, J280—Xs Yo la -+ XoYoli X7, Zf’)‘

Pour obtenir avec leurs signes les termes compris entre parenthéses
dans cette dernitre formule, il suffit de multiplier 'un par l'autre les
trois facteurs x,y,7, en les écrivant dans ['ordre naturel qui indique
le mouvement de rotation direct d’'un rayon mobile assujetti & parcou-
rir successivement les trois faces de I'angle solide formé par les demi-
axes des coordonnées positives, puis de placer au bas de ces facteurs
les indices o, 1, 2, rangés dans un ordre quelconque. En formant
toutes les combinaisons possibles, on obtiendra six produits différens,
dont chacun devra étre pris avec le signe —+ ou avec le signe —,
suivant que l'ordre dans lequel se trouveront disposés les trois nombres
o, 1, 2, indiquera un mouvement direct ou rétrograde d'un rayon
vecteur mobile assujetti & parcourir successivement les trois faces de
'angle solide OABC. La méme régle sapplique & la détermination
des signes des termes compris dans le second membre de la formule
(86), quand on substitue aux facteurs x, y, ¢, les facteurs cosa, cos 3,
cosy. Ajoutons que cette régle, a laquelle nous sommes parvenus en-
supposant qu’un rayon mobile, assujetti & parcourir avec un mouvement
de rotation direct les trois faces de I'angle solide OA B C, rencontrait
les rayons vecteurs 7., r,, r, dans Pordre indiqué par la combinaison
o, 1, 2, subsisterait également, si on admettait la supposition con-
traire. Alors, en effet, les valeurs de cosA, cosm, cosv venant A
changer de signe [ voyez le probleme précédent], I'expression (89) et les
seconds membres des formules (86), (87) en changeraient aussi, de
maniére que les termes précédemment affectés du signe —, le terme
%o §. 7. par exemple, se trouveraient affectés du signe —. Mais il ess
clair que, dans Ia nouvelle supposition, Ia combinaison o, 1, 2, an
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lieu d'indiquer un mouvement de rotation direct sur les faces de I'angle
solide OABC, indiquerait un mouvement de rotation réirograde.

Corollaire 1.7 Le parallélipiptde dans lequel trois arétes coincident
avec les rayons vecteurs r,, r,, r,, a un volume six fois plus grand que
celui de la pyramide OABC, et par conséquent égal 4 la valeur numé-

rique du polynome
(90) xo}'x Z;—xo)’z Zl ~ xl}':.Zo—xx}’o z:. -+ xz,onI —x;}’. Zo+

Corollaire 2.° La formule (86) fournit le moyen de transformer les
coordonndées rectangulaires x, y, ¢ d'un point quelconque de P'espace
en coordonnées rectilignes £, », { comptées positivement sur les demi-
axes OA, OB, OC, cest-a-dire, sur les rayons vecteurs r,, r,, r,. En
effet, soit r le rayon vecteur mené de l'origine au point (x, y, ),
et supposons les rayons vecteurs 7., r,, r, disposés comme ils doivent
létre pour que la formule (86) subsiste. Alors, si les rayons vecteurs
fo, r sont situds du méme c6té du plan OA B, 'expression qu'on ob-
tiendra en divisant par sin &, le second membre de la formule (86), et

X
remplagant dans ce second membre cos a, par — > cos 3, par —};— >

cos v, par <=, savoir,

(9 l) x{cos,co5ya—cosBcosy, )+ y(cOSy, COst2—COSY2C0se, )7 (OS2, COSB,~—< 051, COs B, )

rsin iy ’

représentera, le sinus de Pangle formé par le rayon vecteur r avec fe
plan BOC, et le produit de cette expression par r, savoir,

(9 2) x{cosB,cosya—cosac0sy,) 4y (cosy, €Oset, —COSy2cose, }-+7{cosa, cosBa—cose, cosf )

sin J ?

désignera la perpendiculaire abaissée du point (x, y, ¢) sur le plan dont
il sagit. Les expressions (g1} et (92) représenteraient le méme sinus
et la inéme perpendiculaire, pris avec le signe—, si le rayon vecteur r



30 PRELIMINAIRES.

g’était plus situé par rapport au plan BOC du méme cbté que le rayon
vecteur r,. De plus, il est facile de s'assurer que le produit

(93) £sine,

représentera encore la ‘perpendiculaire en-question, prise avec le signe
—+ dans le premier cas, et avec le signe — dans le second. Cela posé,
en égalant l'expression (92) au produit {93), on trouvera

(94) £=

% cosB COsya—c0sB2€087y; ) ~+y (COSY ,COs&z = COSY,COSt, ) 47 { cOst,cO:3,—COsa2€058, )

sin Y, sin ¢,

Aprés avoir ainsi calculé fa valeur de £, on formera de la méme ma-
niere les valeurs des coordonnées # et {; puis, en ayant égard a la for-
mule (86), et faisant, pour abréger,

(95) D=

cosat ,cosfd, cosy ,~cosd ,cosfd, cosy -cosat , cosB , cosy,-cosa, CosfBo Cosy --coset ,cosfocosy ~coset ,cosB 1 Cosyo

on obtiendra les équations

z(cowB,cosy o cosy i) -y (cosy, cose ,~cosy, cose, )+ (coset , cosB ,—cosat , cosfB, )
2 = D >
( 6) x(cosf,cosy o—cosBycosy, )45 ( cosy , cose omcoyocosa, Y-+ {cosa ,cosB—cosa,cos, )
9o "= ’
D

x{cosPB,cosy ,—cosB, cosy, ) + y{cosy,cose ,—cosy, cose )+ { cosat ,ensf  —cosat , cosfB, )
(= 5 ;
qui déterminent £, w, £ en fonctions de x, y, g, et réciproquement.
Dans la supposition que nous-avons admise pour établir ces équations,
les mouvemens de rotation directs, sur les faces de I'angle solide form¢
par les demi-axes des coordonnées positives, ne changent pas de na-
ture, lorsqu’au systtme des coordonnées rectangulaires x, y, 7 on subs-
titue le systtme des coordonnées obliques &, =, {; et le mouvement
de rotation direct dans chacun des plans coordonnés autour du demi-
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axe perpendiculaire 4 ce plan est, pour je¢ deux systemes é-la-—foxs‘,
ou un mouvement de droite & gauche, ou un nouvement de gauche a
droite. Dans la supposition contraire, le dernier membre de la formute
(86) changerait de signe. Mais, comme le numérateur de la fractlo.n
comprise dans le second membre de la formule (94) en changerait
aussi, on déduirait toujours de ces deux formules combinées la pre-
micre des équations (96). Par conséquent, les formules (96), dans les-
quelles la quantité D est déterminée par 'équation (95), subsistent,
quelle que soit, dans chacun des deux syst¢mes de coordonnées, la
disposition des demi-axes des coordonnées positives.

Pour dliminer des équations (96) les quantités y et ¢, il suffit da-
jouter ces équations, aprés les avoir respectivement multiplides par
cos &, , COS &, , €Os &,. En opérant ainsi, et ayant égard & la formule
(95), on trouvera

x == & cos &, —n cos &, -+ cos ¢,. On trouvera de méme
(97) {(y="E%cos B, +mcos B, + cos B,,
£ cos v, +ncosy, -+ cos v,.

I

Ces dernicres formules pourraient étre éuablies directement par la simple
considération du rayon vecteur r successivement projeté sur les trois
axes des «, y, . Elles ne different pas des formules (62), qui se trouvent
ainsi ¢tendues au cas méme ot il sagit de remplacer un systéme de
coordonndes rectangulaires par un systéme de coordonnées obliques.

Corollaire 3. La formule (86) subsiste évidemment, quel que soit ‘e
point auquel aboutissent les trois rayons vecteurs 7,, r,, r,, et dans
le cas méme ou ce point ne coincide pas avec l'origine des coordonnées.

Corellaire 4.° Si les rayons vecteurs 7,, ., r,, au lieu d'aboutir & un

point unique, aboutissaient & trois points différens de 'espace, chacune
des trois quantités

sine,, sine,, sine,,
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déterminées par la formule (86), représenterait le sinus de Pangle que
P P gic q
forme un de ces rayons vecteurs avec un plan paralléle aux deux autres.
y pltan p
Corollaire 5.° Lorsque les rayons vecteurs r,, r,, , sont perpendicu-
faires I'un a l'autre, les quantités a,, a,, a,, B, ... &c. vérifient les

équations (63) et (64). En méme temps, chacun des angles

J\o’ J\:’ J\z! eoi Exl ez.
se réduit a un angle droit; et, en supposant les rayons vecteurs r,, r,, 7,
disposés comme ils doivent I'¢tre pour que la formule (86) subsiste, on
tire de cette formule
(98) 1=
cosit,cos, cosy ,-cosa ,cosf, cosy ~cosat cosfd, cosy - cosat , cosfB,cosy ,+-cosa ,cosfB, cosy - cose ,cosB, cosy .
Si T'on adoptait la supposition contraire, le dernier membre de fa for-

mule (86) changerait de signe, et I'on trouverait

(99) 1=

-cosat,cosfd, cosy ,+Cosa,cos, cosy, -cosa,, cosfB, cosyot-coset ,cosB,cosy, ~cosa ,cosB,cosy,+-cosa, cos  cosye.

Les formules (98) et (99) sont comprises 'une et 'autre dans la suivante

(100) G

{cosetocosB . cosy,,-costocosf, cosy -cosa, cosfB, cosyo-casa , cosB,cosy - +-coset , cosBocosy , -casee ,cosfd, cosya)®,

4 faquelle on peut arriver directement, en combinant ensemble les équa-
tions (63) et (64).

7.¢ Probléme. Trouver la plus courte distance entre la droite menée par
le point (x,, y,, 7.) de maniére a former avec les demi-axes des coordon-
aées positives les angles a,, B,, Y., et la droite menée par le point

+ 1 \ 4 .

(x., ¥, 7,) de maniére a former avec les mémes demi-axes les angles
d‘s ’ 481 1 'Y, .
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Solution. Soit r le rayon vecteur mené du point (,, y,, Z,) au point

(%, 90y 7,)- Soit de plus & Pangle compris entre les droites don-
nées, chacune ¢étant prolongée dans le sens que déterminent fes valeurs
des angles ao, Boy Yor OU iy B., v, et nommons ¢ angle formé par

Je rayon vecteur r avec un plan paralléle aux deux droites. Le produit

sin N.sin ¢
[ vayeg le probleéme précédent et son 3.6 corollaire ] sera équivalent, au
signe prés, & la quantité quon obtient en remplagant, dans le dernier
membre de la formule (86),

Yi—JYo L2

Xy =X ’
*——=, cos 3, par ——=3 €0SY, par ——-

cos &, par —

On aura en conséquence

(1o01) sin € —
-+ {#,=xo)(cosBocosy, ~cosB, Cosy o) 4( ¥~ ){cosyo o8 - 0S¥, COS L o)1 T ol(COSEL,CO8D, ~cosar , cosB,)
- r sin *

D'ailleurs, si, aprés avoir mené un plan paralltle aux deux droites
données, on projette le rayon vecteur r sur un axe perpendiculaire &
ce plan, la projection, représentée par le produit rsin ¢, sera évidem-
ment égale en longueur & la plus courte distance entre fes deux droites.

Donc cette plus courte distance sera déterminée par la formule

(ro2) rsine —

=k [ {r - xo){cosB,cosy,—~cosB cosy J+H{ 5, <o) cosy ,cosa ,~cosy , Coset J4-(Z, Lo {eosetaCosB  ~coset  cosBo) |

Pour savoir si le dernier membre de cette formule doit étre affecté
du signe ~ ou du signe —, il suffira de mener par le point (%o, %o, 2.)
deux demi-axes qui forment avec ceux des coordonnées positives , le
premier les angles o, B., Y., le second les angles a,, 8., 7, et

Legons de M. Cuuchy, e Année, 5
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.. . | . i
d’examiner si un rayon vecteur mobile, qui décriralt Pangle compris
entre ces deux demi-axes de maniére & rencontrer le premier avant
le second, aura, autour du rayon vecteur r, un mouvement de ro-

tation direct ou réirograde.
Corollaire. Lorsque les droites données se rencontrent, leur plus

. . . t] M
courte distance s'évanouit, et I'on a par suite

(103)~ o =
{7y — %o} (cospB, cosy; — cosB, cosy,)
A= [y ==y, ) {cosy, cOsa, — COSy COset,)

o (70— 7o) (cosa, cosBg — €032y cosB. ).





